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Propiedades de los ideales de
distancia
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Matrices de distancia

Sea G una grafica conexa con n vértices.

La distancia dg(u, v) entre los vértices u'y v es el nimero de aristas
en un camino minimo entre u y v.

La matriz de distancia D(G) de G es la matriz n X n cuya entrada
(u, v) es la distancia dg(u, v) entre los vértices u y v.

v,

0 1 2 3 4 5
00 1 1 21 2]
1102112
2|1 201 21

D)=, 12110021
a1 12201
5122111 0]
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Ideales distancia

Sea G una gréfica con vértices V(G) = {w, ..., v,—1}. Las variables
X6 = {x0,...,%n—1} son variables asociadas a V(G).
Definimos la matriz Dx(G) = diag(xo, - - -, xn—1) + D(G).

o 1 1 2 1 2

1 x 2 1 1 2

1 2 1 2 01
Dx(G)=1, 1 7 x3 2 1
1 1 2 2 x 1

2 2 1 1 1 x5
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Ideales de distancia

Sea R[X] el anillo de polinomios sobre un anillo conmutativo R en
las variables Xg¢.

Denotemos por menores,(Dx(G)) al conjunto de determinantes de
las submatrices de tamafio k x k de Dx(G).

Para 1 < k < n, el k-esimo ideal distancia es el ideal
(menoresk(Dx(G))). Y lo denotaremos por /%(G).

Decimos que un ideal es trivial si es igual a (1) (= R[Xg]).
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Ideales distancia del prisma con 6 vértices

[SEEESWSWNES
R R X N
[N U S O

HNE N R
DX N R =

Los primero 3 ideales de distancia son triviales.

Una base de Grobner para I7(G) estd generada por los siguientes
polinomios:

Xo+x3—7,x1+X4a—71,X0+ X5 — 1, X3Xg — 2X3 — 2x4 + 71,
X3X5 — bxz — 2x5 + 7,3x3 — 3X5, XaX5 — 2X4 — 2X5 + 7,
3xg + 3x5 — 21,3x2 — 21x5 + 21

Note I*(G) = (det(Dx(G))).
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Variedades asociadas a los ideales distancia

La variedad V/(/) del ideal I es el conjunto de las raices comunes de
los polinomios en /.

Consideremos la grifica completa K3 con 3 vértices.

IF(Ks) = (1) = V(IE(K3)) = 0.

B}(K3) = (x0—1,xa — L,xo— 1) = V(I}(K3)) = {(1,1,1)}.
/éR(Kg,) = <XOX1X2 — X0 — X1 — X2 — 2)
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Cadenas de ideales de distancia y variedades

Se tiene que
(1) 2 4(G) 2 - 2 17(6) 2 (0).

Por lo que

V(1)) € VIR(G)) € --- € V(IR(G)) € V((0)).

Las variedades de los ideales de distancia generalizan el espectro de
las matrices de distancia.

o

Sean G y H dos grdficas de n vértices. Entonces, G y H son isomorfas
si y sélo si existe una permutacion o de V(H) tal que I,(G) = I,(cH).
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Digraficas fuertemente conexas

Una digrafica G es fuerte o fuertemente conexa si para cada par de
vértices distintos vy v en G existe un camino dirigido de v a v, y un
camino dirigido de v a u.

La distancia distg(u, v) de u a v es el nimero de arcos en un camino
de longitud minima de v a v.

Figura: Los circuitos con 2 a 5 vértices.
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Ideales de distancia de a

N x 1 2
DX <C3> =12 X1 1
1 2 x

_>
Entonces /7 (C3> =(l)y ¥
Mientras que

1 (@) = (s

_)
Figura: Vista parcial de la variedad asociada al | (C3) in R3.
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Matrices de distancia

La transmision trs(u) de v es 3, cy gy, da (v, u).
Denotemos por

¢ trs(G) al vector con las transmisiones de los vértices de G, y
® deg(G) al vector con los grados de los vértices de G.
Asi obtenemos las siguientes matrices a partir de Dx;
* DY(G) a —Dx(G) |x=—trs(c)»
° DYG) a Dx(G) |x=us(c):
° DU€(G) a —Dx(G) |x=—deg(G): ¥
* D{%(G) a Dx(G) |x=deg(6)-

Note que V (I(G) |x=—¢) es el espectro de la matriz de distancia de

G. Y de manera andloga podemos obtener el espectro de otras
matrices de distancia.
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Algunas referencias a éstas matrices de distancia:

® M. Aouchiche & P. Hansen. Distance spectra of graphs: a survey. Linear
Algebra Appl. 458 (2014) 301-386.

® F. Buckley & F. Harary. Distance in graphs. Addison-Wesley Publishing
Company, Advanced Book Program, Redwood City, CA. 1990.

® L. Hogben & C. Reinhart. Spectra of Variants of Distance Matrices of Graphs
and Digraphs: A Survey. La Matematica 1 (2022) 186-224.
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|deales de distancia y la forma
normal de Smith
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Forma normal de Smith

Dos matrices M y N son equivalentes si existen matrices Py @
unimodulares (cuadrada, entradas en Z y det = 1 6 -1) tal que
M = PNQ.

La forma normal de Smith de una matriz con entradas enteras M es
la Gnica matriz diagonal diag(fi,...,f,0,...,0) equivalente a M tal
que r = rango(M) y f;|f; for i < j. La denotamos por SNF(M).

Los factores invariantes (o divisores elementales) de M son los
enteros en la diagonal de SNF(M).

Sea M una matriz con entradas enteras con fi,...,f,0,...,0 sus
factores invariantes. Para 1 < k < r, denote por A el gcd de los

k-menores de M, y Ag = 1. Entonces f, = AA,:I'
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La SNF y los ideales de distancia

Sead € ZV(®) . Si fi(M) | ---| f,(M) son los factores invariantes
positivos de M := Dx(G)|x—=d, entonces

li(G)|x=a = (Ai(M)) = <Hf(M)>

parai € {1l,...,r}, donde r es el rango de M.

Al evaluar los ideales distancia (Z[X]) en X =0, trs(G), —trs(G),
deg(G) 6 — deg(G) podemos recuperar la SNF de las matrices D,
D@, Dt, Dieg o D& respectivamente.
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La SNF y los ideales de distancia

(1) si k=1,
IE(K3) = { (0 — 1,0 — 1,0 — 1) si k=2,
<X0X1X2 —Xg — X1 — Xo + 2) si k =3.

® Al evaluaren X =0

(1) sik=1,
17(K3)|x=0 = (Ai(D(K3))) = {<1> si k=2,
(2) sik=3.

Entonces SNF(D(K3)) = diag(1,1,2).

e Al evaluar en X = (-2, -2, —2), obtenemos
SNF(DL(G)) = diag(1,3,0)

e Al evaluar en X = (2,2,2), obtenemos
SNF(D?(G)) = diag(1,1,4)
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Ideales de distancia de las graficas completas

Se han calculado los ideales distancia para pocas familias:

El k-ésimo ideal distancia de la grafica completa K,, con n vértices es
generado por

{Hf:l(xj — 1)+ I — 1) si k = n,
sl ~1):IClnlylzl=k—1} sik<n

Corolario
o SNF(D(Kp)) = lp_1 @ [n — 1]
o SNF(DL(K,)) = [1] ® nln_2 & [0]
° SNF(D?(K,)) = [1] @ (n = 2)l,2 @ [2(n = 1)(n - 2)]
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Ideales de distancia de las estrellas

Sea Dx(Kim1) = {dlag(xl,...,xm) — 2l +2J,, mel].

Jlm y

Entonces det(Dx(Km1)) =y H (xi—2)+(2y-1) Z H(XJ —2).
i=1j=1
J#

Para k € [m], el k-ésimo ideal distancia de la grdfica estrella Km 1

estd generado por (Ex U Fi). Donde

Ek:{g<x;—z):zc[m1y|z|=k—1}y

:{(zy—nn(x,-—z):zc[m]ym:k—z}.

i€l

Corolario
L4 SNF(D(Km,l)) =32, 2% [2m]
© SNF(DX(Km1)) = [1] @ (2m + 1)lm_1 & [0]
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Clasificaciones
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Ideales distancia de subgraficas inducidas

Los ideales de distancia NO se comportan bien al tomar subgraficas
inducidas.

0121

10122

D(G)=12 1 0 1 2

2210 1

12210

0 01 2 [3]
0 [t o012
DE)=15 1 0 1

O—0O 32 10
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Ideales distancia de subgraficas inducidas

Py y cualquier grdfica que contenga P, como subgrdfica inducida
tiene segundo ideal distancia trivial.

Prueba. Sea G una grafica que contiene a P4 como subgrafica
inducida.

Supongamos P4: @ @ .

Entonces Dx(G) contiene la siguiente submatriz

X1 1 2
M = De(G)[V(Pa) V(PO)] = | L) 2 . :

. 2 .X4

Como det(M[{va, va}; {v1, v3}]) = —1, entonces IJ¥(G) = (1).
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Ideales distancia de subgraficas inducidas

Es decir, P4 es prohibida para las graficas con un (nico ideal
distancia trivial.
i Podemos caracterizar las gréficas con 1 ideal distancia trivial?
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Graficas con un ideal de distancia trivial

Para G una grafica simple conexa los siguientes son equivalentes:
@ G tiene solo 1 ideal distancia trivial sobre Z[X].
@ G es { Py, paw, diamond}-libre.
© G es Kmp o K.

Poo o

paw diamond

Para G una grdfica simple conexa los siguientes son equivalentes:
@ G tiene solo 1 ideal distancia trivial sobre R[X].
@ G es { Py, paw,diamond, C4 }-libre.
© G es Ky, 6 K.
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Digraficas con un ideal de distancia trivial

Para n> 5, I2Z (a) es trivial y I3Z (a) = (X1, X2, + .y Xn, N).

Es decir, hay un nimero infinito de digraficas fuertes prohibidas
minimales para la familia de digraficas fuertes con un unico ideal de
distancia trivial.

Si G es una digréfica fuerte con diam(G) > 3, entonces IZ(G) = (1).

Las digraficas fuertes con un tnico ideal de distancia trivial tienen
didmetro a lo mas 2.
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Digraficas con un ideal de distancia trivial

Sea G = (V, A) una digréfica fuerte, un patrén P = (U,B,C) en G
es el subconjunto de vértices U C V/, junto con dos conjuntos de
arcos, B 'y C, cuyos extremos estan en U, donde los arcos de B son
arcos en Ay los arcos en C no son arcos en A.

g .
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Digraficas con un ideal de distancia trivial

Sea G una digrafica fuerte. Los siguientes enunciados son
equivalentes.

@ G tiene tdnicamente un ideal de distancia trivial sobre Z[X],
@ Los patrones Fi, Fa, F3, Fa y Fs son prohibidos para G,
© G es una de las digraficas fuertes descritas por los siguientes

diagramas:

donde T, denota un conjunto independiente de orden p > 0, y K, denota una
digrafica completa de orden q > 0, y un arco entre dos conjuntos, digamos de A a
B, significa que existe un arco desde cada vértices en A a cada vértices de B.

v,
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Graficas con dos ideales de distancia triviales

P3N
SN,
WAL
=30z,

Las graficas con 2 ideales distancia triviales sobre Z[X] son libres de
las 16 grdficas de arriba y de los ciclos de longitud impar mayores o
iguales a 7.
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Graficas de distancia hereditaria

Una gréfica es de distancia hereditaria si para cada subgréfica inducida
H de G, y cada par de vértices u,v € V(H), dy(u,v) = dg(u, v).

Ed Howorka

Las graficas de distancia hereditaria:
¢ fueron introducidas por Howorka en 1977.

® se caracterizan por ser graficas que no tienen una casa, un
domino, una gema o un ciclo de longitud de 5 o mayor.

o W

casa gema domino
E. Howorka, A characterization of distance-hereditary graphs. Quart. J. Math. Oxford Ser. 28 (1977) 112 417-420.
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Graficas perfectas
Propiedades de las graficas de distancia hereditaria:
® son graficas perfectas, es decir, el nimero cromatico de cada
subgrafica inducida es igual al tamaiio del mayor clique de ese
subgrafica.

Una grafica G es perfecta si y sélo si G y G no contienen un ciclo
inducido de longitud impar mayor o igual a 5.

M. Chudnovsky, N. Robertson, P. Seymour, R. Thomas, The strong perfect graph
theorem, Ann. Math. 164 (1) (2006) 51-229.
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Arboles

Hou

Yaoping Hou y Ching Wah Woo calcularon la SNF de la matriz de
distancia de los arboles.

En particular, demostraron que los arboles tienen exactamente 2
factores invariantes iguales a 1. Por lo que

arboles C gréficas {F, odd-holes}-libres.

iSerd posible describir los ideales distancia de los arboles?

Y. Hou, Yaoping & C. Woo. Distance unimodular equivalence of graphs. Linear Multilinear Algebra 56 (2008) 611-626.
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Graficas con 2 ideales de distancia triviales

Para G una grdfica simple conexa los siguientes son equivalentes:
@ G tiene a lo mds 2 ideal distancia trivial sobre Z[X].
@ G es {F,odd-holesy }-libre.
© G es una de las siguientes graficas:
I) C5r
i) una grdfica bipartita conexa,
ill) una gréfica tripartita completa,
) Kn—p+1,1,...,1 donde p es el nimero de particiones,
) una subgrdfica inducida de

Fonb (oK)

vi) o una subgrdfica inducida de

() —fFal ()
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Arboles
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Otras consecuencias

P

Ron Graham L4szl6 Lovasz Henry O. Pollak

La celebrada férmula de Graham, Lovasz y Pollak nos dice que
det(D(Tpi1)) = (—1)"n2" !

para cualquier arbol T, 1 de n+ 1 vértices.

Hou y Woo extendieron extendieron el resultado al obtener la SNF de
la matriz de distancia para cualquier arbol T,y; de n+ 1 vértices,
demostrando que

SNF(D(T,,_H)) =lb®2,_2d (2n).

R. Graham & H.O. Pollak. On the addressing problem for loop switching. Bell System Tech. J. 50 (1971) 2495-2519.
R. Graham & L. Lovész. Distance matrix polynomials of trees. Adv. in Math. 29 (1978) 60-88.
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Otras consecuencias

Los 3-menores de la matriz de distancia de cualquier grafica bipartita
conexa son ndmeros pares.

El determinante de la matriz de distancia de cualquier grafica
bipartita conexa es un nimero par.

iSerd posible obtener la SNF de cualquier gréfica bipartita conexa?
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k-arboles

Un k-clique es una subgrafica completa de k vértices.

Un k-arbol se define recursivamente como una grafica completa con
k vértices, o como una grafica formada al agregar un nuevo vértice a
un k-arbol mas pequefio, de manera que, el nuevo vértice esté
conectado mediante k nuevas aristas a todos los vértices de un

k-clique existente en el k-arbol mas pequeno.
V4 Va

Vs Vs
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Caminos y distancias en k-arboles

Sea T un k-arbol.

Para d € {1,..., k}, dos d-cliques 7y 7" en T son adyacentes si
pertenecen al mismo (d + 1)-clique o. En tal caso, 7y 7’ son
incidentes a o.

De esta forma, si 7y 7’/ son d-cliques, un d-camino entre 7y 7’ es
una secuencia finita o170 -7, donde T =711, T =7, Yy T Y Tiva
son incidentes al mismo (d + 1)-clique o;.

La d-ésima distancia entre los d-cliques 7 y 7/ es el nimero de

(d 4 1)-cliques en un d-camino minimo desde 7y 7/, y se denota por
distd(7, 7').

Note que existe un d-camino entre cualquier par de d-cliques en
cualquier k-arbol T.
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d-ésima matriz de distancia

Sea ¢y el nimero de d-cliques en T.

La d-ésima matriz de distancia DY(T) del k-arbol T es la matriz
de orden ¢4 X ¢4, indexada por los d-cliques de T, tal que

0e(7y,, = {° sii=j
" dist?(0j,0;) de otra forma.
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Primer matriz de distancia

= =N O o
NNNRFRENO R -
R NN ONMNDNDDN
PR ORrRKFEFKFH W
NORFRNNR &
ON K FHEHNFHE O

o~ W N = O

Note que DY(T) = D(T).
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Segunda matriz de distancia

23 25 34 35

13
1
1

03 04 05

1

S o
L

3 3 2 27

2 2

1 1

1 2

1

2 2 0 3 3 2 2

2 0 2 2 2 2

2 2

1
0 2 2 3 3

1
1
1

2
2
1

3

1

32 3 2 3 0

0 3 1
2 2 3 3 0 2

1

3 2 3 2 3

1

1

23
25

34
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La SNF de D* de los k-arboles

Sea k> 1 yn> k+ 2. Para cualquier k-arbol T, con n vértices,
tenemos

SNF(DX(T)) = Ik 1ynky2 @ (K + Dln_i_z @ [k(k + 1)(n — k)]

det(DX(T,)) = (—1)K("=Kk(k 4+ 1)"~*=1(n — k). I

iSe podra obtener alguna formula para la forma normal de Smith de
las d-matrices de distancia de los k-arboles con d < k7?7
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Bosquejo de la demostracion

0 1T lT e ].T

1 —Je—=le Ok - Ok
° Dk(Tn) ~ |1 0,k =l Ok

i Ol;,k 0’;7k T _Jk-_ Ik
® SNF(—Jk — Ix) = diag(L, ..., 1 k +1).

k nok !
* D¥(T,) ~ I(k—l)(”_k) © [ 1 diag(k +1,....k+1)|
o SNF |7 K v -
1 diag(k+1,....k+1)]

diag(1,1,k +1,... . k+ 1, k(k + 1)(n — k)).
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